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Некоторые аспекты построение формализма неравновесной термодинамики для
систем на основе полиэлектролитных гидрогелей

Abstract: Показано, что формализм неравновесной термодинамики, основанный
на использовании функционалов, выражающих определенный принцип максимума или
минимума, для ряда частных задач может быть развит вне зависимости от адекватности
трактовки понятия "энтропия" в применении к системам, далеким от состояния равновесия.
В частности, показано, что для неравновесных систем, поведение которых преимущественно
определяется движением низкомолекулярных ионов, функционалы, выполняющие ту же
функцию, что и термодинамические, могут быть получены как первые интегралы
уравнений движения данных частиц. Преимуществом такого подхода является исключение
необходимости обоснования адекватности использования понятия "энтропия". Получен явный
вид таких функционалов. Обсуждаются возможности их использования в прикладных целях.

Keywords: неравновесные системы, низкомолекулярные ионы; неравновесная
термодинамика, термодинамические переменные.

DOI: https://doi.org/10.32523/2616-6771-2018-124-4-19-27

Аппарат неравновесной термодинамики в настоящее время развит далеко не так обстоятельно,
как аппарат равновесной термодинамики, равно как и статистической физики, применяемый
к системам, находящимся в состоянии равновесия. В преобразователях энергии, а также
в нейронных сетях реализуемых на основе интерполимерных комплексов используются
эффекты сугубо неравновесного характера. Следовательно, для дальнейшего развития такого
рода систем использование аппарата неравновесной термодинамики представляет весьма
значительный интерес.

Построение такого аппарата может идти различными путями. В литературе известны
попытки построить его по тем же схемам, по которым строился аппарат равновесной
термодинамики [1-6]. Однако, здесь возникает целый ряд проблем, связанных, в том числе, с
истолкованием самого понятия энтропия, которое для всей термодинамики и статистической
физики является базовым [6]. Энтропия предельно корректно вводится для равновесного
случая как логарифм кратности вырождения состояния, отвечающего данному набору
термодинамических переменных. Однако, корректность использования такого определения
применительно к неравновесному случаю вызывают вполне определенные сомнения, поскольку
не ясно, что в таком случае следует рассматривать как "состояние" и, тем более, что понимать
под кратностью его вырождения. Наличие ненулевых потоков в системе делает такой подход
не вполне корректным.

Разумеется, для случая, когда система достаточно близка к равновесию, можно использовать
формализм, основанный на разложении соответствующих функционалов в ряд Тейлора и
использовать представление о малости возмущений [7-11]. Именно по этой схеме и строятся
теории, так или иначе связаные с принципом Онзагера [12]. Достоинством такого рода подходов
является их общность, т.е. возможность применения к самому широкому кругу физико-
химических систем. Однако, поскольку построение неравновесной термодинамики в самой её
общей форме еще достаточно далеко от завершения, то представляет интерес и альтернативный
подход, который фактически был использован в работе [13] на основе результатов работ [14-16],
которые и сейчас представляют непосредственный практический интерес [17].

Этот подход основывается на прямом получении функционалов, описывающих систему,
исходя из системы дифференциальных уравнений движения (например, уравнений движения
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низкомолекулярных ионов). Напомним, что основой классической термодинамики является
описание физико-химических систем именно через функционалы, отыскание экстремумов
которых позволяет установить конкретные значения термодинамических переменных,
отвечающих состоянию равновесия.

Иначе говоря, вопрос состоит именно в том, каким конкретно способом можно получить
функционалы, отражающие тот или иной принцип максимума или минимума. Строго
говоря способ, с помощью которого могут быть получены данные функционалы, не являются
принципиальным.

С этой точки зрения получения данных функционалов непосредственно исходя из
прямого анализа уравнений движения низкомолекулярных ионов также представляется вполне
оправданным. Другое дело, что очень часто отыскание этих уравнений само является
предметом исследования. Однако, если мы говорим о вполне определенном классе физико-
химических систем, а именно о системах на основе полиэлектролитных гидрогелей в которых
протекают ненулевые ионные токи, то уравнение движения ионов заведомо известны.

Их достаточно легко записать, причём для самых различных конкретных случаев.
Следовательно, применительно к тому классу физико-химических явлений, который положен
в основу преобразователей энергии рассматриваемого типа, допустимо ставить вопрос о
создании аппарата неравновесной термодинамики, специально нацеленного на решение такого
рода задач. В данном параграфе демонстрируется как именно функционалы, позволяющие
пользоваться принципами максимума или минимума, могут быть получены на основе анализа
уравнений движения низкомолекулярных ионов в системах рассматриваемого типа. Поведение
низкомолекулярных ионов в объеме полиэлектролитного гидрогеля в самом общем случае
описывается следующими уравнениями

∂n+
∂t

= D+∇2n+ −∇ (b+eEn+) (1)

∂n−
∂t

= D−∇2n− +∇ (b−eEn−) (2)

∇E = 4πe (n+ − n− −N0) (3)

где (n+, n−) - концентрации положительных и отрицательных заряженных частиц, E -
напряженность электростатического поля, N0 - заряд сетки (в данной записи предполагается,
что он является отрицательным), D±, b± - коэффициента диффузии и подвижности,
соответственно, - элементарный заряд.

Применительно к рассмотрению квазистационарного режима в уравнениях (1) и (2) можно
пренебречь производными по времени и переписать систему уравнений (1)-(3) в следующем
виде

dn+
dx
− eE

kT
n+ = − j+

D+
(4)

dn−
dx

+
eE

kT
n− =

j−
D−

(5)

d

dx
E = 4πe (n+ − n− −N0) (6)

где предполагается, что параметры, характеризующие систему, зависят только от одной
пространственной переменной, j+, j− - константы интегрирования.

Чтобы определить константы интегрирования j+, j− , рассмотрим область, удаленную от
гидрогелей (вспомогательных электродов и т.д.). В такой области с высокой точностью
выполняется условие нейтральности среды

n+0 = n−0 (67)
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которое означает также, в данной области электрическое поле постоянно (однородно).
Соответственно, в данной области все производные по пространственными переменным равны
нулю, что сразу позволяет записать условие

j+
D+

=
j−
D−

(8)

Используем (8) и вычтем уравнения (4) и (5) друг из друга. Имеем

d

dx
(n+ + n−)−

eE

kT
(n+ − n−) = 0 (9)

Выражая разность концентраций через электрическое поле при помощи (6), получаем

d

dx
(n+ + n−)−

eE

kT

(
1

4π

dE

dx
−N0

)
= 0 (10)

Сходным образом, складывая уравнения (4) и (5), имеем

d

dx
(n+ − n−)−

eE

kT
(n+ + n−) = −

j+
D+
− j−
D−

(11)

откуда

d

dx

(
1

4πe

dE

dx

)
− eE

kT
(n+ + n−) = −

j+
D+
− j−
D−

(12)

Уравнения (10) и (12) представляют собой замкнутую систему на две неизвестных функции
– суммарную концентрацию и электрическое поле. Данная система имеет третий порядок, но
его можно существенно понизить.

Более того, в рассматриваемом случае процедура понижения порядка уравнений позволяет
получить вариационную форму уравнений движения ионов, что и является основным шагом
на пути получения функционалов, выполняющих ту же функцию, что и термодинамические
(по крайней мере, для данного частного случая).

Для области свободного раствора записанное выше уравнение (10) принимает вид

d

dx
(n+ + n−)−

1

8πkT

dE2

dx
= 0 (13)

Такая форма записи позволяет немедленно получить первый интеграл исследуемой системы
дифференциальных уравнений, выражающий некоторое условие сохранения:

n+ + n− −
E2

8πkT
= Z (14)

Отметим, что по форме данное условие сохранения полностью совпадает с полученным
ранее в работе [13], однако, условие (14) справедливо, в том числе, для неравновесных систем,
которые в цитированных работах не рассматривалось.

Подставляя (14) в (12), получаем

1

4πe

d2E

dx2
− eE

kT

(
E2

8πkT
+ Z

)
= − j+

D+
− j−
D−

= −α (15)

или

1

4πe

d2E

dx2
− eE3

8π (kT )2
− Z eE

kT
+ α = 0 (16)

Умножая уравнение (16) на первую производную электрического поля по координате, после
несложных выкладок получаем

1

8πe

d

dx

(
dE

dx

)2

− d

dx

eE4

32π (kT )2
− Z d

dx

eE2

4kT
+ α

dE

dx
= 0 (17)
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Такая запись позволяет получить следующий интеграл рассматриваемой системы
дифференциальных уравнений, который выражает еще одно условие сохранения.

1

8πe

(
dE

dx

)2

− eE4

32π (kT )2
− Z eE

2

4kT
+ αE = const = Z2 (18)

А именно, на основании (18) можно сразу записать такое условие сохранения как

2πe (n+ − n−)2 −
eE4

32π (kT )2
− Z eE

2

4kT
+

(
j+
D+

+
j−
D−

)
E = const = Z2 (19)

Значение константы можно вычислить на основе тех же соображений, что и равенство (8),
т.е. рассматривая такую область раствора, в которой поле является постоянным. Имеем

α =
j+
D+

+
j−
D−

=
eE0

kT
(n+0 + n−0) = 2

eE0

kT
c0 (20)

Аналогичным образом, константа выражается как

Z = n+0 + n−0 −
E2

0

8πkT
= 2c0 −

E2
0

8πkT
(21)

Подставляя соотношения (20) и (21) в (19), получаем единственное уравнение на поле,
развивающееся в системе (существенно, что данное уравнение уже имеет первый порядок)

1

8πe

(
dE

dx

)2

− eE4

32π (kT )2
−
(
2c0 −

E2
0

8πkT

)
eE2

4kT
+ 2

eE0

kT
c0E = const = Z2 (22)

Снова рассматривая область однородности электрического поля, можно отыскать значение
полученной величины как

Z2 = −
eE4

0

32π (kT )2
−
(
2c0 −

E2
0

8πkT

)
eE2

0

4kT
+ 2

eE0

kT
c0E0 (23)

или

Z2 = 1, 5c0
eE2

0

kT
(24)

Подставляя найденные величины в (22), получаем

1

8πe2

(
dE

dx

)2

− E4

32π (kT )2
−
(
2c0 −

E2
0

8πkT

)
E2

4kT
+ 2

E0

kT
c0E − 1, 5c0

E2
0

kT
= 0 (25)

Вид уравнения (25) позволяет перейти к безразмерной искомой функции

f2 =
E2

c0kT
(26)

Разделив (25) на величину, получаем

kT

8πe2c0

(
df

dx

)2

− f4

32π
−
(
2− f20

8π

)
f2

4
+ 2ff0 −

3

2
f20 = 0 (27)

Как и следовало ожидать, в уравнение (27) в качестве параметра входит длина Дебая

λ2 =
kT

8πe2c0
(28)

Таким образом, итоговое уравнение зависит только от длины Дебая и приведенного квадрата
электрического поля

f20 =
E2

0

c0kT
(29)
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Рисунок 1. К качественному анализу уравнения на приведенное электрическое поле

В безразмерных величинах полученное уравнение может быть переписано в форме, удобной
для решения численными методами

λ2
(
df

dx

)2

− f4

32π
−
(
2− f20

8π

)
f2

4
+ 2ff0 −

3

2
f20 = 0. (30)

Причем если расстояния измерять в единицах длины Дебая, то полученное уравнение
зависит только от одного параметра(

df

dx

)2

− f4

32π
−
(
2− f20

8π

)
f2

4
+ 2ff0 −

3

2
f20 = 0 (31)

На рис. 1 представлено семейство кривых, отвечающих правым частям уравнения (31),

S =
f4

32π
+

(
2− f20

8π

)
f2

4
− 2ff0 +

3

2
f20 , (32)

Использовались следующее значение управляющего параметра (29)
f (0) = 7,14,21, 28, 35
Видно, что при определенных значениях управляющего параметра рассматриваемая

величина приобретает значения, меньшие нуля. Это означает, что область определения
переменной в правой части уравнения (31) существенно ограничена.

Интерес представляют ветви, которые лежат в области значений f , больших f0 ,
причем непосредственно из рис.1 видно, что представляющие интерес решения при выборе
отрицательного знака корня асимптотически сходятся к f0 .

Вернемся к уравнению (16), которое, с учетом соотношений (20) и (21) может быть
переписано как

1

4πe

d2E

dx2
− eE3

8π (kT )2
−
(
2c0 −

E2
0

8πkT

)
eE

kT
+ 2

eE0

kT
c0 = 0 (33)

или

1

4πe

d2E

dx2
−
eE
(
E2 − E2

0

)
8π (kT )2

− 2c0
e (E − E0)

kT
= 0 (34)
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Как известно, отыскать экстремум функционала приведенного ниже вида, зависящего от
функции и ее производной ∫ b

a

(
df

dx

)2

+ F (f (x)) dx (35)

можно, составляя дифференциальное уравнение

2
d

dx

(
df

dx

)
− ∂F

∂f
= 0 (36)

Сравнивая (36) и (33) можно видеть, что задача об отыскании решения (33) эквивалентна
задаче об отыскании экстремума следующего функционала.

1

4πe

∫ b

a

(
dE

dx

)2

+
eE4

32π (kT )2
+

(
2c0 −

E2
0

8πkT

)
eE2

2kT
− 2

eE0E

kT
c0 dx (37)

Полученный результат, прежде всего, представляет академический интерес, так как впервые
показано, что система, заведомо удаленная от состояния равновесия, также может описываться
на языке вариационных принципов, причем соответствующие функционалы являются прямым
следствием уравнения движения частиц.

Кроме того, полученный функционал имеет также и практическое значение. Действительно,
профиль электрического поля при проведении инженерных расчетов далеко не всегда нужно
знать с высокой точностью. Для практических нужд его можно, например, аппроксимировать
тем или иным способом, что позволяет отыскать приближенный профиль, просто решая
систему алгебраических уравнений. Кроме того, именно вариационная форма наиболее удобна
для решения различного рода зада оптимизации. И, наконец, именно вариационная форма
вида (37) позволяет наиболее естественным образом учесть граничное условие, вытекающее из
характера постановки экспериментов. Действительно, в экспериментах чаще всего известно
не граничное значение электрического поля, а напряжение, приложенное к соответствующему
промежутку. В используемых обозначениях такое граничное условие записывается как∫ b

a

df

dx
dx = C = const

Следовательно, используя метод неопределенных множителей Лагранжа, полный
функционал, обеспечивающий решение поставленной задачи с учетом естественного
граничного условия, может быть записан в следующей форме

1

4πe

∫ b

a

(
dE

dx

)2

+
eE4

32π (kT )2
+

(
2c0 −

E2
0

8πkT

)
eE2

2kT
− 2

eE0E

kT
c0 dx + µ

∫ b

a

df

dx
dx,

где - неопределенный множитель Лагранжа.
Таким образом, для физико-химических систем, поведение которых преимущественно

определяется движением низкомолекулярных ионов, существует возможность получить
функционал, выражающий вполне определенный экстремальный принцип, непосредственно
на основании уравнения движения ионов.

Данный функционал можно рассматривать как интеграл системы уравнений движения
ионов. Здесь можно указать на следующую аналогию. А именно, понятие энергии первично
появилось в физике, как первый интеграл движения материальной точки. Соответственно,
возникает возможность говорить о некоторых нетривиальных характеристиках систем
рассматриваемого типа, которые также возникают как первый интеграл уравнений движения.

Разумеется, такой подход не может быть применён для широкого круга систем; он имеет
вполне определённые границы применимости и его можно использовать только для тех систем,
для которых наиболее существенной особенностью является движение низкомолекулярных
ионов.

Однако, подчеркнем ещё раз, что круг таких систем достаточно широк. В частности, к нему
относится преобразователи энергии, а также нейронные сети, построенные на основе эффектов,
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связанных с движением низкомолекулярных ионов. Кроме того, важность разработки такого
рода подходов определяется тем, что они могут быть скомбинированы асимптотическими
методами, рассмотренными выше. А именно, располагая полученным функционалом и
зная, что его решение может быть представлено в виде, вытекающим из применения
асимптотических методов, можно свести задачу к отысканию экстремума функций, а не
функционалов, где в качестве неизвестных величин рассматриваются параметры задачи,
характеризующие профиль электростатического поля, развивающегося в системе. В частности,
в качестве такого рода параметров, как вытекает из материалов, представленных выше,
могут быть использованы пространственные характеристики деформированных двойных
электростатических слоев.
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Полиэлектролиттi гидрогельдер негiзiндегi жүйелер үшiн тепе тең емес термодинамиканың
формализмiн тұрғызудың кейбiр аспектiлерi

Аннотация: Тепе теңдiксiз термодинамиканың максимум және минимумның айқын принципiн көрсететiн,
функционалдардың қолданылуына негiзделген формализмi, кейбiр жеке тапсырмалар үшiн, тепе-теңдiк күйде болмайтын
жүйелерде "энтропия" түсiнiгiне тәуелсiз дами алады. Соның iшiнде, күйi төмен молекулалы иондардың қозғалысымен
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анықталатын тепе-теңдiксiз жүйелер үшiн, термодинамикалық секiлдi бiрдей функцияны атқаратын функционалдар
берiлген бөлшектердiң қозғалысының теңдiгiнiң бiрiншi интегралы ретiнде алына алады. Мұндай әдiстiң артықшылығы
болып "энтропия" ұғымының дұрыстығын негiздеудiң қажет болмайтындығы табылады. Осындай функционалдардың
анық түрi алынған. Оларды қолданбалы мақсатта қолданудың мүмкiндiгi талқылануда.

Ключевые слова:
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Some aspects of the development of formalism of nonequilibrium thermodynamics for systems based on
polyelectrolyte hydrogels

Abstract It is shown that the formalism of nonequilibrium thermodynamics, based on the use of functionals expressing a
certain maximum or minimum principle, for a number of particular problems can be developed regardless of the adequacy of
the interpretation of the concept of "entropy" as applied to systems far from equilibrium. In particular, it was shown that
for non-equilibrium systems, whose behavior is primarily determined by the movement of low-molecular ions, functionals that
perform the same function as thermodynamic ones can be obtained as the first integrals of the equations of motion of these
particles. The advantage of this approach is the elimination of the need to justify the adequacy of the use of the concept of
"entropy". An explicit form of such functionals is obtained. The possibilities of their use for application purposes are discussed.

Keywords nonequilibrium systems; low molecular weight ions; nonequilibrium thermodynamics; thermodynamic variables
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Аннотация В рамках компьютерного (вычислительного) поперечника полностью

решена задача приближенного дифференцирования функций, принадлежащих классам
Соболева по неточной информации, полученной от произвольного конечного множества
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Окружения.
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Лемма 1. ...
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Таблицы, рисунки необходимо располагать после упоминания. С каждой иллюстрацией должна
следовать надпись.

Таблица 2 – Название таблицы
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Рисунок 3 – Название рисунка
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